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Aufgabe 17 (6 Punkte)

Es sei f eine Isometrie eines euklid’schen oder unitären Vektorraumes. Zeigen Sie:

a) Für alle Eigenwerte λ von f gilt |λ| = 1.

b) Sind λ1, λ2 zwei verschiedene Eigenwerte von f , dann gilt: Ef (λ1) ⊥ Ef (λ2), wobei Ef (λ) den zu λ gehörigen
Eigenraum bezeichnet.

Aufgabe 18 (6 Punkte)

Es sei (V, 〈 , 〉) ein euklidischer Vektorraum. Die (nicht notwendig lineare!) Abbildung F : V −→ V sei “längentreu“,
d.h. es gilt

||F (u)− F (v)|| = ||u− v|| für alle u, v ∈ V

Die Abbildung f : V −→ V sei definiert durch

f(x) = F (x)− F (0) für alle x ∈ V

Zeigen Sie:

a) 〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉 für alle x, y ∈ V .

b) f ist eine lineare Abbildung.

Aufgabe 19 (6 Punkte)

Gegeben sei die Matrix A ∈ Matn×n(C) mit

A =

 2 i 0
−i 2 0
0 0 2


a) Zeigen Sie, dass die Matrix A hermite’sch ist.

b) Bestimmen Sie eine unitäre Matrix U , so dass UHAU Diagonalgestalt hat.

Aufgabe 20 (6 Punkte)

Eine Matrix A ∈ Matn×n(C) heißt schief-hermite’sch, wenn A = −AH gilt.

a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Wenn A ∈ Matn×n(C) schief-hermite’sch ist, dann gilt
A ∈ Matn×n(R) oder A ∈ Matn×n(iR). Dabei bezeichnet iR die Menge der komplexen Zahlen ib mit b ∈ R.

b) Beweisen Sie: Wenn A schief-hermite’sch ist, dann liegen alle Eigenwerte von A in iR.

Hinweis: Beweisen Sie zunächst, dass 〈BHx, y〉 = 〈x,By〉 für alle B ∈ Matn×n(C) und alle x, y ∈ Cn gilt.

c) Gilt die Umkehrung von b)?
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