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Aufgabe 1
Sei X ein normierter Raum, in dem die Parallelogrammidentität erfüllt ist. Man zeige: Ist
X reell, dann ist durch

(x, y) :=
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
ein Skalarprodukt definiert. (4 Punkte)

Aufgabe 2

(a) Seien xn, yn Elemente der abgeschlossenen Einheitskugel eines Hilbertraumes. Zeigen
Sie, dass aus (xn, yn)→ 1 folgt ‖xn − yn‖ → 0.

(b) Sei xn ein ONS in einem Hilbertraum. Zeigen Sie ‖xn − xm‖ =
√
2 falls m 6= n.

(4 Punkte)
Aufgabe 3
Seien x, y ∈ L2(0, 1) und ω ∈ L∞(0, 1). Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen
dafür an, dass

(x, y)ω :=

1∫
0

ω(t)x(t)y(t)dt

ein Skalarprodukt in L2(0, 1) ist. Wann ist die durch (·, ·)ω induzierte Norm äquivalent zur
L2-Norm? (4 Punkte)

Aufgabe 4
Es sei H ein reeller Hilbertraum und K eine konvexe, abgeschlossene und nichtleere Teil-
menge von H. Zeigen Sie: Die Minimierungsaufgabe

inf
y∈K
‖x− y‖H

besitzt für alle festen x ∈ H genau eine Lösung x in K. Diese erfüllt die Ungleichung

(x− x, x− z) ≥ 0 ∀z ∈ K.

(4 Punkte)



Übungsaufgaben

Aufgabe 5
Zeigen Sie, dass sich nur für p = 2 ein Skalarprodukt in lp finden lässt mit (x, x) = ‖x‖2lp
∀x ∈ lp.

Aufgabe 6
Sei X ein unitärer Raum. Zeigen Sie:

(a) x, y ∈ X sind genau dann linear abhängig, wenn gilt (y, y)x = (x, y)y.

(b) x, y ∈ X sind genau dann orthogonal, wenn gilt ‖αx‖2+‖βy‖2 = ‖αx+βy‖2 ∀α, β ∈ C.
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