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2.17 Integration

2.17.1 Das unbestimmte Integral

Mit der Integration wird das Umkehrproblem geldst, aus der Ableitung f” die
urspringliche Funktion fzu rekonstruieren; d.h.:

Zu einer gegebenen Funktion fwird eine Funktion F gesucht,
die die Bedingung F’(x) = f(x) erflllt.

Definition 2.17.1.1:
Sei F: (a,b) — IR eine Funktion mit F’(x) = f(x), dann heiB3t F Stammfunktion der
Funktion f.

Beispiel 2.17.1.1:

Die Funktion F:IR - IR, F(x) :%x3 ist eine Stammfunktion zu f(x)=x*, denn es

gilt:

Die Stammfunktionen eine Funktion fist nicht eindeutig bestimmt. Wir kénnen
namlich zu der im obigen Beispiel angegebenen Funktion F(x) = %x3 eine beliebige

Konstante C addieren und erhalten wieder eine Stammfunktion der Form
Fi(x) = F(x) + C.

Definition 2.17.1.2 (unbestimmtes Integral):

(2.47.1.1) J.f(x)dx::F(x)+ c,

zu lesen: Integral Uber f(x)dx gleich F(x) + C.

Dabei ist f(x) der Integrand, x die Integrationsvariable und C die
Integrationskonstante.

Es stellen sich nun die zwei folgenden Fragen:

+ Existiert zu jeder Funktion immer eine Stammfunktion F; d.h. ist jede Funktion f
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integrierbar?

+ LAasst sich diese Stammfunktion F auch immer berechnen?

Damit die Beziehung (2.17.1.1) sinnvoll ist, muss die Funktion F differenzierbar sein.
Die Existenz einer Stammfunktion F zu einer gegebenen Funktion fist gesichert,
wenn fin dem betrachteten Intervall stetig und beschrankt ist. Ist das Intervall
abgeschlossen, so genliigt es natlrlich nur die Stetigkeit von fzu verlangen.

Die Frage 2 wird in den nachsten Kapitel ausfuhrlich behandelt.
Einige Stammfunktionen lassen sich einfach aus den Differentationsregel durch

Umkehrung gewinnen.

Beispiel 2.17.1.2:
(i) Aus (sinx) =cosx folgt J.cos xdx = sinx+C.

’

x"”) =x" folgt Ix”dx = "™+ C.

(i) Aus (
n+1 n+1

Die nach dem obigen Verfahren herleitbaren Formeln zur Bestimmung von
Stammfunktionen werden Grundintegrale genannt. Einige dieser Grundintegrale
sind in der folgenden Ubersicht aufgefihrt. Eine komplette Liste der Grundintegrale
findet man in den bekannten Formel-sammlungen (z.B. Bronstein-Semendjajew,
Stdcker).

2.17.1.3 Beispiele fiir Grundintegrale:

(€) =0 [ 0ax = ¢
(Inx) -1 f 1
» X —dx=ln|x|+C

1 L4 .x
(ln(—x)) =—

X
(e") =e* e'dx=e"+C
(ax) =a"Ilna .axdx: a +C

J Ina

(cosx) =-—sinx sinxdx =—cosx+C
(tanx)/ = 1+tan? x jtan2 xdx =tanx—x+C
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2.17.2 Das bestimmte Integral

Im vorhergehenden Kapitel wurde immer vorausgesetzt, dass die zu integrierende
Funktion fentweder in [a,b] stetig oder in (a,b) stetig und beschrankt ist. Wir wollen
nun untersuchen, ob auch Funktionen integriert werden kénnen, die im Inneren eines
Intervalls unstetig sind. Zu diesem Zweck wird im folgenden der Integralberiff véllig
unabhangig vom Begriff der Ableitung entwickelt. Den Ausgang bildet das Problem
der Flacheninhaltsberechnung. Es soll der Inhalt A einer Flache berechnet werden,
deren Berandung nach oben durch eine Kurve, nach den Seiten durch zwei
Ordinaten und nach unten durch einen Abschnitt der x-Achse festgelegt ist (s. Abb.
2.17.2.1).

Vorerst setzen wir voraus,
dass die Funktion fim
Intervall [a,b] stetigistund M. | ___________ .

i . .

dort auch keine negativen L I
Funktionswerte hat. Wir ——
werden spater sehen, N
dass wir auf diese

Voraussetzungen verzichten

kdénnen. Zum Inhalt_ derim Ax Ax.

nebenstehenden Bild 1 i .
dargestellten_ Flache kommt a=x. X, X X x x =h
man durch die folgenden 0 i-1 n-17n
Ubeﬂegungen_ Abb. 2.17.2.1 Zerlegung des Intervalls [a,b] in Teilintervalle

Das Intervall [a,b] zerlegen wir auf beliebige Art in n Teilintervalle:

Aa=Xy <X <X, <..<X,_, <X;<...<x,,<x,=b.
Die Breite des iten Teilintervalls ist Ax; = x, — x, ,. Die Ordinaten von je zwei

aufeinanderfolgenden Stellen x, und x,, begrenzen einen Flachenstreifen. Wahlen
wir nun als H6he des i-ten Streifens einmal die kleinste Ordinate

m, = min _f,

' xe[x;_y.x]
zum anderen die gréBte Ordinate

M., = max f,

' xe[xi_p.x;]

so erhalten wir zwei Rechtecke mit den Flachen m;Ax, bzw. M,Ax,. Das erste
Rechteck ist kleiner oder gleich, das zweite gréBer oder gleich dem gesuchten
Flachenstreifen. Entsprechendes qilt flir die Summe dieser Rechtecke im Vergleich
zur gesuchten Flache A

(2.17.2.1) s, =) mMAx, <A< > MAx; = S,.

i=1 i=1

Die Summe s,, nennt man nte-Untersumme, da sie immer kleiner oder héchstens
gleich dem Flacheninhalt A ist. Die Summe S, heiBt nte-Obersumme; sie ist
mindestens gleich oder gréBer A.
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Wir kénnen also mit einer solchen Zerlegung zwei Werte angeben, zwischen denen
der gesuchte Flacheninhalt liegt. Wird nun die Zerlegung des Intervalls verfeinert,
indem die Anzahl der Teilintervalle erh6ht und damit die Breite Ax; der Teilintervalle
verringert wird, so kann gemaB Konstruktion die Untersumme s, hGchstens gréBer
und die Obersumme S,, nur kleiner werden. Wahlen wir die Zerlegung immer feiner,
indem wir die Anzahl n der Teilintervaller unbegrenzt wachsen und damit Ax; gegen
Null streben lassen, so bilden die Untersummen s, eine monoton wachsende
beschrankte Folge und die Obersummen S,, eine monoton fallende beschrénkte
Folge. Nach Satz 2.7.3 existiert flr solche Folgen ein Grenzwert. Wir setzen daher

s=1lims, bzw. S=1imS§,.

n—o0 n— oo

Sind diese beiden Werte gleich, so nennt man ihren gemeinsamen Wert bestimmtes
Integral und schreibt dafir:

n—seo
i=1

If(x)dx-lszmAx—lzm M Ax, .

Da nach (2.17.2.1) der Flacheninhalt A fir die Folge {s,} eine obere und fur die
Folge {S,} eine untere Schranke ist, kbnnen die beiden Grenzwerte s und S nur dann
gleich sein, wenn sie beide gleich A sind. Demnach ist unter den angegebenen
Voraussetzungen

jif(X)dx=

Bemerkung 2.17.2.1:

(i) Der Inhalt einer Flache im obigen Sinne ist genau dann ein sinnvoller Begriff,
wenn die Folge der Untersummen und die Folge der Obersummen einen
gemeinsamen Grenzwert haben; d.h. wenn gilt:

lim(S, —s,)=0.

n—oo

(if) Dass der Grenzwert s der Untersummen und der Grenzwert S der Obersummen
verschieden seien kénnen, zeigt folgendes Beispiel. Wir betrachten die Funktion

1, fallsx e[a,b]Ax e Q
f(x)= )
2, fallsx e[a,b]axel

Dann gilt:

s=lims, = lim m,Ax; = lim le

n—oo n—oo n—oo
i=1

= llml.(b—a)z(b—a)

n—oo
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Genauso zeigt man:

n

S=1limy MAx, =2(b-a).
i=1

Also ist s # Sund somit existiert fir diese Funktion im obigem Sinne kein sinnvoller
Flachenbegriff.

Wir verwenden nun als Héhe der Rechtecke nicht mehr die kleinste und die gréBte
Ordinate eines Teilintervalls, sondern eine beliebige Stitzstelle ¢; €[x,_,,x,] mit der

Ordinate f(¢;). Fur den Flacheninhalt eines jeden Rechtecks gilt dann:
mAx; < f({)Ax, £ MAx,

und fir die Summen der Rechteckflachen
D> mAx, <7 f(EAX < MAx, .
i=1 i=1 i=1

Bezeichnen wir die mittlere Summe mit o,, so erhalten wir:

(2.17.2.2) s <0, <S8

n n n

Konvergieren Untersumme und Obersumme gegen einen gemeinsamen Grenzwert,
so konvergiert wegen (2.17.2.2) die Folge {o,} gegen den gleichen Grenzwert; d.h.:

(217.2.3) [ reiax=tim > g

Die Ungleichung (2.17.2.2) gilt fir jede Wahl der Stltzstelle ;. Die Existenz des
Grenzwertes (2.17.2.3) ist also nicht von der Wahl der & abhangig, sondern
ausschlieBlich von der Gleich-heit der Grenzwerte s und S. Nach Riemann 143t sich
daher folgendes definieren:

Definition 2.17.2.1 (Riemann-Integral):
Eine Funktion f ist genau dann im Intervall [a,b] integrierbar, wenn bei jeder
Zerlegung jede der Folgen {c,} den gleichen endlichen Grenzwert hat. Der

Grenzwert

[ =i s

heiBt bestimmtes Integral der Funktion fim Intervall [a,b].
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Bemerkung 2.17.2.2:

b
(i) Das bestimmte Integral jf(x)dx ist eine Zahl.

(i) Die Integrationsvariable kann beliebig gewahlt werden:
b » b
I N

(iii) Zur Vermeindung von Fallunterscheidungen setzen wir:

rf(x)dx:: 0; r f(x)dx:= —J f(x)dx, fallsa<b.

Wir hatten bisher angenommen, dass die zu intergrierende Funktion f positiv ist.
Verlauft die Kurve der Funktion y = f(x) ganz unterhalb der x-Achse, d.h. f(x) <0 fir
alle x [1 [a,b], so kbnnen wir den entsprechenden Flacheninhalt wie folgt berechnen:

A=j—f(x)dx=—jf(x)dx:jf(x)dxz—A.

Begrenzt die Kurve der Funktion y = f(x) Flachenstlcke oberhalb und unterhalb der

b
Xx-Achse, dann ist jf(x)dx die Summe der mit einem Vorzeichen versehenen

Flacheninhalte; "+" flr die oberhalb der x-Achse liegenden Teile und "-" flr die
unterhalb der x-Achse liegenden Teile (s. Abb. 2.17.2.2).

Y
Will man den physikalischen Inhalt : [ X

I dieser Flachen berechnen, so »
mussen die Betrdge der "negativen” i ‘ - X
Flachen zu den "positive" Flachen

addiert werden. Das geht so: Abb. 2.17.2.2

Zunéchst werden die Nullstellen n; der Funktion fermittelt. Dann wird das
Intergrationsintervall mit Hilfe der Nullstellen n; so zerlegt, dass Uber jedem
Teilintervall entwerder eine "positive" oder eine "negative" Flache liegt. Diese
Flachen werden berechnet, wobei bei den "negativen" Flachen der Betrag des
ermittelten Wertes zu nehmen ist. Diese Werte werden anschlieBend addiert.

Flr unserer Beispielfunktion in Abb. 2.17.2.2 erhalten wir folgenden physikalischen
Flacheninhalt:
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I= jff(x)dx+]2f(x)dx +]2f(x)dx+j:f(x)dx.

Dabei haben wir eine der folgenden elementaren Integrationsregeln benutzt, die
direkt aus (2.17.2.3) folgen.

Satz 2.17.2.1:
Sei f: [a,b] — IR stetig, dann gilt:

() j[ocf(x)+[3g(x)]dx=ajf(x)dx+ﬁjg(x)dx (o, B [T 1R).
(i) jf(x)dxzjf(x)dx+jf(x)dx (a<c<b).

(iii) f(x)Sg(x)Vxe[a,b]:If(x)dxSjg(x)dx.

a

Im folgenden werden wir festlegen, welche Voraussetzungen wir bendétigen, damit
eine Funktion f: [a,b] — IR in unserem Sinne integrierbar ist. Wir benétigen dazu
folgende

Definition 2.17.2.2:
Eine Funktion f: [a,b] — IR heiBt stlickweise stetig, wenn die Funktion f im Intervall
[a,b] nur endlich viele Unstetigkeitsstelle besitzt.

Satz 2.17.2.2:
Die Funktion f. [a,b] — IR sei beschrankt und stlckweise stetig, dann ist fin [a,b]
integrierbar.

Bemerkung 2.17.2.2:
Satz 2.17.2.1 gilt auch fir beschrankte und stlickweise stetige Funktionen.

Die Unstetigkeitsstellen durfen keine Unendlichkeitsstellen sein, da die Funktion
sonst nicht beschrankt ist. Man darf daher niemals Uber Unendlichkeitsstellen des
Integranden hinwegintegrieren. So ist z.B. die Funktion
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1
S flx)=—
¥ X
im Intervall [-1,1] nicht integrierbar, da bei x=0
eine Unendlichkeitsstelle vorliegt. Bei Unstetig-
keitsstellen endlicher Sprunghdhe wird beim

praktischen Rechnen das Integrationsintervall
in endlich viele Teilintervalle zerlegt und dann

b x Satz2.17.2.1(ii) angewendet.

a X x X . .

1 2 Sind z.B. x4, Xo € (a,b) zwei solche
Abb.:2.17.2.3 Unstetigkeitsstellen von f (s. Abb. 2.17.2.3), so
erhalt man:

jif(x)dx=jrf(x)dx+]zf(x)dx+j:f(x)dx.

Bemerkung 2.17.2.3:
Im Kapitel Gber Uneigentliche Integrale werden wir sehen, dass einige

Unendlichkeitsstellen dennoch integrierbar sind, z.B. sind die Funktionen ia far
X

o € (0,1) auf dem Intervall [0,1] integrierbar.

Satz 2.17.2.3 (Inteqgralabschétzung):
Die Funktion f. [a,b] — IR sei stetig im Intervall [a,b], dann gilt:

(i) m< f(x) < Mfir alle x € [a,b] und m(b—a)sjf(x)deM(b—a),

(ii)

[ reom< [ircoas @sn).

Eine flr die weitere Theorie wichtige Anwendung ist der folgende

Satz 2.17.2.4 (Mittelwertsatz der Inteqralrechnungq):
Sind die Fuinktionen f, g auf [a,b] stetig, g(x) > 0 flir alle x € [a,b], dann gibt es
wenigstens eine Stelle § € [a,b] mit

ff(x)g(x)dx=f(§)j of x )dx.

Folgerung 2.17.2.1:
Als Spezialfall erhalten wir fir g(x) = 1:
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J.f(x)dxzf(C)(b—a) flr ein geeignetes &€ [a,b).

Der im vorhergehenden Kapitel skizzierte Weg, aus f = F’ die Stammfunktion Fzu

konstruieren, fihrt auch zu einer einfachen Methode, bestimmte Integrale
auszuwerten.

Wir bendtigen dazu den folgenden Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung.

Satz 2.17.2.5:
Ist feine auf dem Intervall | stetige Funktion, a,b € |, dann gilt:

(i) Existenz von Stammfunktionen: Die durch Fa(x)::J.f(t)dt (xe )

definierte Integralfunktion ist eine Stammfunktion von f; d.h.
d X

(2.17.2.4) —( J' (1 )dt] — f(x).
dx

Jede andere Stammfunktion von fhat die Form F(x)=F,(x)+c, ce IR.

(i) Integralberechnung: Mit einer beliebigen Stammfunktion Fvon f gilt:

b
:=F(b)-F(a).
a

jf(x)dx=F(x)

Damit haben wir das Berechnen eines bestimmten Integrals auf das Ermitteln der
zum Integranden gehdrenden Stammfunktion zurlickgefihrt.
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b
Berechnung des bestimmten Integrals I f(x)dx:
1. Schritt: Ermitteln der Stammfunktion Fvon f
(Probe: F’(x)= f(x)).

b
=F(b)-F(a)
a

b
2. Schritt: Man berechnet I f(x)dx=F(x)

Beispiel 2.17.2.1:
(i) Die von der Gravitationskraft K(x)=g

mM
2
X

langs [a,b] geleisteten Arbeit betragt:

( (1 N\ 11
W=IK(x)dx=gmMj7dx=gmM ——|| =gmM|———|.
X x/\a a b
b
b
(i) Es gil: j L g =l il = 1
X a

vorausgesetzt, das Intervall [a,b] enthalt nicht den Nullpunkt. Insbesondere ergibt
sichso die Integraldarstellung der In-Funktion:

ln(x)=I%dt (x > 0).
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