Mathematik fiir Okonomen — WS 2023 /24 — Campus Duisburg
Prof. Dr. V. Kratschmer, Fakultat fir Mathematik

Klausur Mathematik fiir Okonomen

06.02.2024, 10:30-12:30 Uhr (120 Minuten)

e Erlaubte Hilfsmittel: Nur reine Schreib- und Zeichengeréte.
Der Einsatz anderer Hilfsmittel — so z.B. schriftliche Unterlagen, elektronische Geréte wie
Smartphone, Uhren oder Rechner jeder Art — wird ohne genauere Priifung der tatséchlichen
Verwendung als Tauschungsversuch gewertet.

e Die Klausur muss geheftet bleiben.

e Bei Klausurunterbrechung miissen die Klausur und ein Ausweis bei der Aufsicht hinterlegt
werden. Eine (gehéufte) vorzeitige Abgabe stort. In den letzten 30 Minuten ist daher keine
vorzeitige Abgabe moglich.

e Wihrend der Klausur kénnen keine Fragen zu den Aufgaben gestellt werden, die Aufgaben-
stellung entspricht genau der frithzeitig angekiindigten und geiibten Form.

Die Klausur besteht aus 10 Aufgaben,
dabei sind die erreichbaren Punkte auf dem Deckblatt und zusétzlich auch an jeder Aufgabe
kenntlich gemacht. Insgesamt sind 50 Punkte erreichbar.
Ab erreichten 23 Punkten ist die Klausur bestanden, gutes Gelingen!
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Ich habe obige Punkte gelesen.

Meine Personendaten habe ich korrekt angegeben:

Unterschrift
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Direkte eMail-Adresse (bitte gut lesbar):

Eintrage der Klausuraufsicht: Unterbrechungen Abgabe
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Aufgabe 1 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Lineare Ungleichungssysteme

[3] Bestimmen Sie die Losungsmenge L des folgenden Ungleichungssystems und skizzieren Sie sie:

1 2y — 2z < 2
2 2y + x> 5
B) 2y —5-2>
(4) y+x<9

1
2
Ergebniskontrolle:

5 1 1 1
L:{(x,y):ygl—i-xundyz2—2-xundy24+4-xundy§9—x}

(Ersatzvorlage siche Anhang)
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Aufgabe 2 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Rechnen mit Matrizen

[4] Fiihren Sie die folgenden Matrixoperationen aus (,nicht definiert” ist ggf. auch ein Ergebnis, in
diesem Fall ist eine Begriindung erforderlich). Hierbei ist

2 3 4
A:<221> ; B=11 00 ;C:<?1204>
0 2x3 5 0 0 5 2x3

3x3

(a) (A-B)+C
(b) D~ fir D=C- B

Ergebniskontrolle:

9 6 8 14 16 12
@as=(3 0>2X3,(A-B)+C_< G )m.

(b) Die Matrix D ist eine 2 x 3-Matrix, insbesondere ist D keine quadratische Matrix. Daher ist D~!
nicht definiert.

[Seite 3 von 13]



Aufgabe 3 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Anwendungen des Gaufi-Jordan Algorithmus

[2] (a) Bestimmen Sie aus dem folgenden Schlusstableau eines Gaufs-Jordan-Algorithmus die Losungs-
menge L des zugehorigen linearen Gleichungssystems Ax = b.

1 X9 T3 T4 ‘ b 1 Xo T3 T4 ‘ b*
1 3 -1 1 9 Gauf-Jordan 1 0 0 21-9
4 3 5 4|36 0 1 0 3)/2 9
1 9 -3 7145 0 O 1 3/2 9

[4] (b) Gegeben sei die folgende Matrixgleichung, wobei Y unbekannt ist:

13 3 10 2
<1 9 —3)'Y_<o 1 —1>

A B

(i) Welche Dimension besitzt Y7

(ii) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gauf-Jordan-Algorithmus die allgemeine Losung fiir Y.
Ergebniskontrolle:

(a) Beim LGS Az = b ist eine Variable frei wihlbar. Ein Bsp. fiir die Darstellung der Losungsmenge:

1 ryT = =9 4+ 2-124

T2 4 o= 9 - §om
Ly = eR 3

€3 r3 = 9 — 5" T4

T4 T4 € R

(b) zu (i):

A3 Yixn = Baxs, also m = 3 und n = 3. Die Matrix Y besitzt 3 Zeilen und 3 Spalten.

zu (ii):

Ty To X3 by by bs | Protokoll
1 3 3 1 0 2 I
1 9 -3 0 1 -1 1I
1 3 3 1 0 2 1
0 6 -6 -1 1 -3 II-1I
1 3 3 1 0 2 I
0 1 -1/-1/6 | 1/6 | -1/2 (1/6)-11
1 0 6| 3/2 -1/2 7/2 ] 1-3-1I
0 1 -1/-1/6 | 1/6 | -1/2 1I
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Loésung Y von A -Y = B spaltenweise.

3/2—6-1’3
L = —1/6+$3 : x3€ER
x3
—1/2—-6-23
Ly = 1/6 + z3 3 €R
T3
7/2—6'$3
Ly = —1/2 4 x5 c x3 €R B,
T3

wobei die z3 in L1, Ly und L3 unabhéngig voneinander frei wéhlbar sind, d.h.

(3/2—6-a) (-1/2—6-b) (7/2—6-¢)
Y=| (-1/6+a) (1/6 +0) (—=1/2+¢) mit a,b, ¢ € R frei wihlbar.

a b c 353
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Aufgabe 4 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Zinsrechnung

Voraussetzung: Jahrliche Verzinsung (Zinseszins) und ein Anfangswert Ky > 0.
[2] (a) Gegeben: Laufzeit n = 3. Wie hoch ist die erforderliche Rendite i = p%, damit der Zielwert
K3 um 50% iiber dem Anfangswert K liegt?

[2] (b) Gegeben: i = 10% und ein Zielwert K,, der 50% iiber dem Anfangwert Ky liegt. Erforder-
liche Laufzeit n =7
(d.h. mit der n-ten Verzinsung soll K,, erstmals die Bedingung K,, > K, erfiillen)

[2] (¢) Gegeben: Laufzeit n = 3 und Zinsstaffel 69%, 0%, 30%. Berechnen Sie den Zielwert K3 bei
einem Anfangswert von Ko = 1000 und den effektiven Zinssatz iqg-.

Hilfswerte: 1.55 ~ 1.14,In1.1 =~ 0.1, In 1.5 ~ 0.41, 133 = 2197, In 2.5 ~ 0.92

Ergebniskontrolle:

(a) K3 =15 -Ko=FKo-(1+i)3 & 14+i=(15)3 ~1.14 < i = 0.14 = 14%

(b) K, =15-Ko=Ko-(1L1)* & 2= g5y =~ $ = 4hin=[2]=5

(c) K3=(1.69-1-1.3)-1000 = 169 - 13 = 133 = 2197
1
io = (1.69-1-1.3)5 —1 = (1.3%)3 —1 =13 - 1= 0.3 = 30%
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Aufgabe 5 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit von Funktionen mit 1 Variablen

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

[1] (a) lim ve>*e

Ergebniskontrolle:
lim Ve2t? = Ve2 = (62)1/2 =l
z—0
2 () 1 -
00 623 —3- 22— 2.2 1
Ergebniskontrolle:
. B +r+1 . x3(1+x_2+x_3)
lim = lim
zs00 623 —3-22 -2 —1 o0 g3 (6—3-271 —2. 272 —x73)
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Aufgabe 6 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Optimierungsaufgaben mit 1 Variablen

Gegeben f(z) = =% + 22 mit D(f) = [~1,2]. Beachte: 1. Ableitung ist gegeben!
2

f hat die Ableitung f'(x) =2-2- (1 —e!=®").

[4](a) Bestimmen Sie auf Basis dieser Information alle lokalen Extremalpunkte (Extremalstellen
und zugehorige Funktionswerte) von f iiber dem Definitionsbereich.

Ergebniskontrolle:

Zunéchst Bestimmung der stationédren Stellen von f(z):

f’(:n):0©2-x-(1—el_“’2):0<:)2':n:0 oder 1—el™* =0
o r=0 oder el™® =1
s2=0 oder 1—22=0
sSr=0 oder 2°2=1
Sr=-1 oder =0 oderxz=1

—1,0,1 € D(f), und 0,1 keine Randpunkte, aber —1 Randpunkt; also sind x; = 0 und
r9 = 1 die stationdren Stellen.

Fiir Untersuchung, ob stationére Stelle lokale Extremstelle ist, Berechnung von f”(z)

fla)=2-1—e"") 422 (=) (=2-2) =2- (1 — ") + 4. 22 . e}

f7(0) =2-(1—e') = 2-(e"—e') < 0, da Exponentialfunktion streng monoton wachsend.
Also 21 = 0 lokale Maximalstelle mit f(0) = e!.

(1) = 2-(1—e)+4:1-¢” = 4 > 0, also 79 = 1 lokale Minimalstelle mit f(1) = e’+1 = 2

[2](b) Untersuchen Sie auf globale Minimalpunkte (Minimalstellen und zugehorige Funktions-
werte) von f iiber dem Definitionsbereich.

Ergebniskontrolle:

f(-1)=e+1=2 f2)=e'"*+4=¢3+4.

Da die Exponentialfunktion nur positive Werte besitzt, ergibt sich 2 < e™3 4 4. Aukerdem
ist fiir die Eulersche Zahl e' bekannt, dass sie die Ungleichung e! > 2 erfiillt. Also sind
(—1,2) und (1,2) die globalen Minimalpunkte.
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Aufgabe 7 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Elementare Berechnung von Integralen
Gegeben sei die stiickweise stetige Funktion f : [0,3] — R mit
et?2 fir 0<t<1

f(t) =

1 .. :
——1 fir 1<t<3
t2

Fiir 0 < 2 < 3 sei die Funktion F definiert durch F(xz) := [3° f(t) dt.

[2] (a) Berechnen Sie F(z) fur « € [0,1].
[4] (b) Berechnen Sie F'(2).

Ergebniskontrolle:

(a) Es gilt fiir z € [0,1]
xX xX xX
F(x)_/et+2dt_/€2,etdt_62_/ et di = 62[et]g:eQ-ex—ezzex+2—e2.
0 0 0

(b) Es gilt

F(2):/Olet+2 dt+/12 <tl2—1> dt = F(1)+/12(t_2—1) dt
= F(1)+/12t_2dt—/121 dt

= = [ -
1
= 63—624-[—+1]—[2—1]—e3—62—2.
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Aufgabe 8 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Partielle Ableitungen

[4] Berechnen Sie fiir die Funkion f(z,y) = (2® + y* + 1)3/2 (x >0,y >0) die partiellen Ablei-
tungen fy, fy, sowie fi., fy

Tz JyT*
Ergebniskontrolle:
! 3 2 (34,2 12 _9 9 (3 9 1/2
fx(x,y)zi?)‘x (P +yP+1) =5 (2P g2 1)
i ) 34,2 2 9 L o 3 o -1/2 2
fm(x,y):§2-;z;-(x +y’ +1) +§'§'ZL"(1‘ +y*+1) 3.
27 _
=9 a0 (@0 y? ) Tt (P g )T

1/2 1/2

| W

fl’/(x,y): -($3+y2—|—1) ~2-y:3-y-(a:3—|—y2+1)

1 — 9 _
L/x(fay):3'y‘§'($3+3/2+1) 1/2.3%2:5‘3:2_3/.(x3+y2+1) 1/2
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Aufgabe 9 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Partielle und totale Marginalanalyse

[5] Betrachten Sie die Nachfragefunktion f(z,y) = 12-z~'/4.y/? eines Produktes mit Preis z > 0
und mittlerem Einkommen y > 0. Weiterhin sei die Basisstelle (g, 39) mit zo = 10 und yo = 50
vorgegeben.

(a) Bestimmen Sie die Preiselastizitét &l und die Einkommensselastizitit SJ an der obigen
Basisstelle.

(b) Geben Sie eine Abschitzung fiir die relative Verianderung der Funktion f an der obigen
Basisstelle, wenn sich dort der Preis um 8% erhoht und das Einkommen um 3% steigt.

Ergebniskontrolle:

/(10,50 £1(10,50) .
(a) €/(10,50) =10 ];((10,50)) und €7 (10,50) = 50- Fios0) it

Jilw,y) = =327yt und fi(e,y) =4 a7y
Also gilt an der Basisstelle (g, y0) = (10, 50)

_3.10-5/4. 5013 _3.10-4.501/3 1
£1(10,50) = 10. oW 500 =3 10747507 =8 1
12-101/4.501/3  12.10-1/4.501/3 12 1

e 1/4 2/3 1/4 . 51/3
4-10"V4 .50~ 4-10"14 .50 4 1
£7(10,50) =50 - - _4_1
Y 12-10-1/4.501/3  12.10Y/4.501/3 12 3

(b) 4 ~£l(10,50) - 4 + £](10,50) - 9 = —§ - 8% + § - 3% = —1%

d.h. die relative Veranderung von f(10,50) zu f(10.8,51.5) betrégt ca. —1%.
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Aufgabe 10 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Thema: Optimierungsaufgaben mit 2 Variablen (mit oder ohne Nebenbedingung)

[7] Untersuchen Sie durch Anwendung der Lagrange-Methode die Funktion
fla,y) =a’. "2 (> 0,y €R)

auf (lokale) Extremwerte unter der Nebenbedingung = + y = 1. (Ggf. angeben: Extremalstellen
und die zugehorigen Funktionswerte). Bestimmen Sie bei Threm Vorgehen explizit die Lagrange-
funktion

Formel fir die berandete Hesse-Determinante:

D(x,y, M)
= (fale/z(wvy) +A- ng(x,y)) ' (bly('ic?y))Q -2 (f;ly(xay) +A- bgy(xa y)) ’ b;(fL’,y) : b;(xa y)
H(fyy (@, y) + X0 (,)) - (U (2, 9))?

Ergebniskontrolle:

e Nebenbedingung in Gleich-Null-Form
b(z,y) :aH—y—l;O

e Aufstellen der Lagrange-Funktion
L(z,y,\) =a% - ev"2 4+ X (z +y—1)

e Vorbereitung zur Bestimmung der bedingten stationéren Stellen

(2, y) = 1 und b (x,y) =1

L;r($)y7 )‘) = f;;(ﬁ,y) +A- b;(fﬁ,y) =322 e¥t? + A
= — 3 2

Ly(w,y,0) = fy(@,y) + A b (2, y) = 27 - €T 4+ A

e Bestimmung der stationdren Punkte:

Li(z,y,A) = 0
L};(sv,y,/\) =
L\(z,y,A\) = 0

o
S
w
D
<
+
[\
+
>
|

o oo

x3.ey+273.x2.ey+2 — O

8
)
w
\
N/
Il
[a)

r+y—1 = 0

A —3. 22 e¥t?
r = 0 oder =3
Yy = 11—z



Alsoist (0,1,0) und (3, —2, —27) die Losungen des Gleichungssystems. Auferdem (3, —2) € D(f),
aber (0,1) ist kein Element von D(f). Daher ist P1 = (3,—2) der einzige bedingt stationére
Punkt.
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e Zur Berechnung des Wertes von D(3, —2, —27)
i :gx(‘r7y) =6-z- ey+2? é/y(‘rvy) = x3 ' ey+27 :gy(fﬂ,y) =3 .152 ’ ey+2
i bgz(xvy) = bgy(xvy) = bgy(xvy) = ng(xv y) = 0.
e Berechnung des Wertes von D(3,—2, —27)
D(3,-2,-27) = (f1,(3,-2) +0) - 1* =2 (f7,(3,=2) + 0) - L- L+ (f,,(3,-2) +0) - 17
=6-3-¢"—2-3-9-¢"+27-¢" =18 —27 = 9.

D(3,-2,—27) < 0, also ist (3,—2) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung
r +y = 1 mit Funktionswert f(3,—2) = 27 -’ = 27.
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