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Aufgabe 5. (Parameterwechsel bei Flachen) (12 Punkte)

Sei S C R" eine k-dimensionale Fliche in R"(k < n) und U,V C R* offene Mengen.
Weiterhin seien X : U — S, Y : V — S zwei Parametrisierungen von S, sodass
XU)NY (V) =W # 0.

Zeigen Sie: Dann ist der Kartenwechsel h := X 1oY : Y Y(W) — X Y(W) ein
Diffeomorphismus, d. h. h ist differenzierbar und besitzt eine differenzierbare Umkehr-
abbildung h~!.

(Somit ist jede k-dimensionale reguldre Flache auch k-dimensionale Mannigfaltigkeit.)

Aufgabe 6. (Stereographische Projektion) (12 Punkte)

Sei M = 8" = {z € R""! : ||z| = 1} die n-dimensionale Einheitssphére mit ihrem
Nordpol N = (0,...,0,1) und Siidpol S = (0,...,0,—1).

a) Leiten Sie die Formeln fiir die stereographischen Projektionen (geméf Vorlesung)

her:
flign—N%Rn (Il,...,xn+1)'—>< 1 sy n >
1 —%n1 1 — 2y
T Tp
S5 = R" (xq1,...,%p41) — .
k (@ +1) <1+In+1 1+$n+1)

b) Berechnen Sie die Umkehrabbildungen f; ' : R® — S"—N und f, ' : R* — S"—S

¢) Zeigen Sie, dass der Kartenwechsel h := fy o f;' : R* — {0} — R™ — {0} ein
Diffeomorphismus ist.

(Die stereographische Projektion liefert somit eine differenzierbare Struktur der Sphére
S", die aus nur zwei Parametrisierungen besteht.)



Aufgabe 7. (12 Punkte)
Wir betrachten die reelle projektive Gerade RP! und die Kreislinie S ¢ R2.

a) Schreiben Sie fiir die beiden 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten differenzierbare
Strukturen sowie die inversen Parametrisierungen explizit auf (ohne Beweis).

b) Zeigen Sie, dass beide Mannigfaltigkeiten diffeomorph zueinander sind.

Aufgabe 8. (12 Punkte)
Gegeben sei die C*-Kurve a : (—o00,1) = R?, aft) := (1 — 3, t(1 — t%)).

a) Ist a injektiv?
b) Ist a eine Immersion?

c¢) Ist a eine Einbettung?

Abgabe: Montag, 15.05.2017 in der Ubung.
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